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Аннотция: Авторы статьи рассматривают использование предельных 
показателей в экономике. Показано практическое применение предельных 
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известной функции издержек. 
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Экономика − неотъемлемая часть нашей жизни. Мы работаем, учимся, 
занимаемся домашним хозяйством, но даже не подозреваем, что без экономики 
всего этого могло бы и не быть. Экономические задачи помогают нам 
правильно тратить ресурсы и средства. Основа основ любой экономики − это 
производство, т.к. производя продукцию, люди удовлетворяют свои 
многочисленные потребности. Экономистам все время приходится решать одну 
глобальную задачу − как можно больше произвести, и при этом, как можно 
меньше затратить ограниченных ресурсов. 
Современный экономист должен хорошо владеть количественными 
методами анализа [10]. К такому выводу нетрудно прийти практически с самого 
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начала изучения экономической теории. При этом важны как знания 
традиционных математических курсов (математический анализ, линейная 
алгебра, теория вероятностей), так и знания, необходимые непосредственно в 
практической экономике и экономических исследованиях (математическая и 
экономическая статистика, теория игр, эконометрика и др.) [1], [2], [5]. 
Целью работы является выяснить, каков экономический смысл 
производной, какие новые возможности для экономических исследований 
открывает дифференциальное исчисление, а также исследовать применения 
экономического приложения производной, на примере задачи с параметром.  
Цель диктует решение следующих задач: изучение производной и 
дифференциального исчисления, а также использование приложения 
производной, выяснение понятий предельных показателей. 
Математика является не только орудием количественного расчета, но 
также методом точного исследования. Она служит средством предельно четкой 
и ясной формулировки экономических понятий и проблем. 
Дифференциальное исчисление − широко применяемый для 
экономического анализа математический аппарат. Базовой задачей 
экономического анализа является изучение связей экономических величин, 
записанных в виде функций. В каком направлении изменится доход 
государства при увеличении налогов или при введении импортных пошлин? 
Увеличится или уменьшится выручка фирмы при повышении цены на ее 
продукцию? В какой пропорции дополнительное оборудование может заменить 
выбывающих работников? Для решения подобных задач должны быть 
построены функции связи входящих в них переменных, которые затем 
изучаются с помощью методов дифференциального исчисления [6]. В 
экономике очень часто требуется найти наилучшее или оптимальное значение 
показателя: наивысшую производительность труда, максимальную прибыль, 
максимальный выпуск, минимальные издержки и т. д. Каждый показатель 
представляет собой функцию от одного или нескольких аргументов. Таким 
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образом, нахождение оптимального значения показателя сводится к 
нахождению экстремума функции. 
В чем же состоит экономический смысл производной? Если фирма 
наращивает объем использования только некоторых или только одного из 
факторов производства, то прирост выпуска, приносимый дополнительными 
объемами этих факторов, в конце концов, начнет снижаться. Очень важной 
производственной задачей является умение определить при каком объеме 
производства удельные затраты будут минимальными и до каких пределов 
можно расширять производство [3]. 
Пусть функция Q=Q(t) характеризует объем произведенной продукции Q 
за время t. Необходимо найти производительность труда в момент времени t0. 
За период времени от t0 до (t0+ ) количество произведенной продукции 
изменится от Q(t0) до Q(t0+ ) => 0+ −Q(t0).Тогда средняя 
производительность труда за этот период составит Zср= . 
Предел данного отношения , если он существует, 
характеризует предельное значение средней производительности труда при 
. Или производительность труда в момент t0. 
Поскольку выражение  есть производная функции Q(t) в точке 
t0, то равенство Q(t0)=  определяет экономический смысл 
производной [4]. 
В экономической теории активно используется понятие 
«маржинальный», что означает «предельный». Введение этого понятия в 
научный оборот в XIX веке позволило создать совершенно новый инструмент 
исследования и описания экономических явлений - инструмент, посредством 
которого стало возможно ставить и решать новый класс научных проблем. 
Классическая экономическая теория Смита, Рикардо, Милля обычно имела 
дело со средними величинами: средняя цена, средняя производительность 
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труда и т.д. Но постепенно сложился иной подход. Существенные 
закономерности оказалось можно обнаружить в области предельных величин.  
При изучении экономических процессов выполняется расчет средних и 
предельных значений функций, выражающих зависимости между различными 
экономическими факторами. Конечно, экономика не всегда позволяет 
использовать предельные величины в силу неделимости многих экономических 
расчетов, а также прерывности (дискретности) экономических показателей во 
времени (например, годовых, квартальных, месячных и т.д.). В то же время во 
многих случаях можно эффективно использовать предельные величины.  
Под предельным (маржинальным) значением показателя в 
экономическом анализе принято понимать производную функции этого 
показателя (если эта функция непрерывна). 
Средние издержки Cср(Q)= , т.е. издержки по производству товара, 
деленные на его количество.  
Предельные издержки Спр(Q)=С(Q), выражают дополнительные затраты 
на производство каждой дополнительной единицы продукции.  
Итак, предельные издержки есть не что иное, как первая производная от 
совокупных издержек, если последние представлены как функция от 
выпускаемого количества продукции. Аналогичным образом определяются и 
многие другие экономические величины, имеющие предельный характер. 
Для хозяйствующего субъекта, который действует в условиях 
совершенной конкуренции: TR = P*Q, где TR – выручка (total revenue); P – цена 
(price).  
Аналогично могут быть определены другие предельные показатели: 
предельная выручка, предельная себестоимость, предельная 
производительность, предельный доход, предельный спрос и др. Предельные 
величины характеризуют процесс изменения экономического объекта по 
времени или относительно некоторого фактора. Они выражают прирост 
соответствующего показателя в расчете на единицу прироста определяющего 
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его фактора. Так, предельные издержки характеризуют приближенно 
дополнительные затраты на производство единицы дополнительной продукции. 
Для сравнения, в экономической теории, Предельные издержки (MC) − 
MC = ΔTC / ΔQ . Если валовые издержки отнести к количеству выпускаемой 
продукции TC/Q, получим средние издержки(ATC).  
Рассмотрим применение производной в экономике, на примере задачи: 
Пусть функция издержек C(Q) имеет вид: 
                    С(Q) = 2*Q, если Q 100;  
                    200+а*(Q−100)
2
, если Q>100.  
В настоящий момент уровень выпуска продукции Q=200. При каком 
условии на параметр a фирме выгодно уменьшить выпуск продукции, если 
доход от реализации единицы продукции равен 50? (3) 
Для решения этой задачи нам необходимо знать величину прибыли 
Р(Q)=R−C т.е. разницу между доходами (выручкой от реализации товаров и 
услуг) и затратами на производство или приобретение и сбыт этих товаров и 
услуг, где R− доход, а С− издержки. Функция издержек С(Q) определяет 
затраты необходимые для производства  Q единиц данного продукта. 
Тогда прибыль по условию задачи будет равна: Р(Q)=50*Q − (200+a(Q-
100)
2
). 
Если Р(Q)<0, то выгоднее уменьшать объем выпуска Q. Найдем 
показатель предельной прибыли при Q=200. Для этого возьмем производную от 
функции прибыли: 
Р(Q)=(50*Q−200−a(Q−100)
2
) => P(Q)= 50−a*2*(Q−100), тогда при 
объеме выпуска продукции Q=200, предельная прибыль будет равна: Р(200)= 
50−2*a*100 => т.к P(Q) характеризует скорость изменения прибыли то,  при 
Р(Q)<0 выгоднее уменьшать объем выпуска продукции из этого следует, что  
Р(200)= 50−200*a < 0, решая неравенство относительно a, получим  a>0,25. 
Проиллюстрируем полученный результат на примере, если взять Q=200, 
то Р(200)=10000 − 200 − a*100
2 
= 9800−10000*a.  
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Пусть параметр а=0,3>0,25, тогда P(200)=9800−3000=6800, прибыль 
положительна.  
Если же объем выпускаемой продукции Q 1=199<200 и Q2=201>200. 
1. При Q1=199 и a=0,3: 
P(199)=50*199−(200+0,3*(199−100)
2
)=6809,7>6800= P(200). 
Можно сделать вывод, что прибыль растет, при уменьшении выпуска 
продукции. P(199)>P(200). 
2. При Q2=201 и a=0,3: 
Р(201)=50*201−(200+0,3*(201−100)
2
)=6789,7<6800= P(200). 
Это свидетельствует о том, что увеличив выпуск продукции Q, фирма 
будет получать меньше прибыли чем, при Q =200 и Q 1=199, для a=0,3>0,25. 
Оптимальным значением выпуска для производителя является то 
значение Q единиц продукции, при котором прибыль оказывается наибольшей.  
Так как Р(199)>P(200)>P(201),то рациональней всего уменьшать объемы 
выпуска продукции для увеличения прибыли фирмы, если в данный момент 
Q=200, при а=0,3>0,25. 
В результате проведенного исследования можно сделать следующие 
выводы: 
1. Производная является важнейшим инструментом экономического 
анализа, позволяющим углубить математический смысл экономических 
понятий, а также выразить ряд экономических законов с помощью 
математических формул. 
2. Экономический смысл производной состоит в следующем: 
производная выступает как скорость изменения некоторого экономического 
процесса с течением времени или относительно другого исследуемого фактора.  
3. Наиболее актуально использование производной в предельном 
анализе, то есть при исследовании предельных величин (предельные издержки, 
предельная выручка, предельная производительность труда или других 
факторов производства и т. д.). 
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